Nautile et ammonite..., curiosités mathématiques ?
par Jacques GERAUD

Lorsqu'on observe la coupe d'un nautile ou d'une ammonite, on ne peut éviter d'étre frappé par la
perfection de leur courbe spiralée.

Jacques BERNOULLI (1654 -1705), célébre mathématicien dont les lois sur les fluides font
autorité, fut si fasciné par la beauté mathématique de la courbe du Nautilus pompilius qu'il
demanda qu'elle soit gravée sur sa tombe, et il 'appela spira mirabilis en raison de son schéma de
croissance.

D'ARCY THOMPSON écrit "Dans la croissance d'une coquille, nous ne pouvons concevoir de loi
plus simple que celle qui dit que la coquille doit grandir en largeur et en longueur dans les mémes
proportions invariables : cette loi trés simple est celle que la nature a tendance a suivre. La
coquille, comme I'animal qui I'habite grandit en taille sans changer de forme. L'existence de cette
relation de croissance constate, de cette forme constante, fait partie de I'essence de la spirale
équiangle et peut étre considérée comme la base de sa définition".

Y aurait-il quelque harmonie ou quelque relation mathématique dans ces coquilles ?

De fait, oui, et nous allons le démontrer & partir des travaux des mathématiciens grecs sur la
division en extréme et moyenne raison que l'on appelera plus tard la section d'or, dont
découlera le nombre d'or, véritable vivier de curiosités mathématiques.

1 - La division en extréme et moyenne raison.

De tous les problémes traités par les grecs, ceux qui concernent les proportions et les moyennes
proportionnelles comptent parmi les plus anciens (théorémes de THALES et de PYTHAGORE).

La plus ancienne définition écrite de ce qu'on appelle aujourd’hui la section d'or se trouve
consignée trois siécles avant notre ere par le mathématicien EUCLIDE dans un ouvrage intitulé
"Les Eléments" qui traite en treize livres de la géométrie plane, de la théorie des proportions, de
celle des nombres, de la‘théorie des solides et se termine avec la construction de cinq polyédres
réguliers inscrits dans une sphére.

Deés le livre II, il énonce un principe, qui sera la base du nombre d'or, qui consiste 4 partager un
segment selon un rapport donné et s'énonce " Couper une droite donnée de telle sorte que le
rectangle contenu par la droite entiére et l'un des segments soit égal au carré sur le segment
restant” o
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Les aires hachurées sont égales ; ® partage AB en moyenne et extréme raison.



Cette coupure de segment que I'on appellera plus tard division en extréme et moyenne raison,
constitue une logique qui lui permettra d'inscrire des aires réguliéres dans un cercle (le carré, le
triangle, le pentagone, I' hexagone et le pentadécagone, et des volumes réguliers dans une sphére
(la pyramide, le tétraédre, I'octaedre, l'isocaédre et le dodécaedre).

"Les Eléments" sont considérés comme un ouvrage exclusivement consacré a des démonstrations
mathématiques constituant un édifice rationnel qui a servi de support jusqu'a nos jours a
I'enseignement des mathématiques.

Bien que repris a plusieurs reprises, les travaux d'EUCLIDE sont revus au XVéme siécle par un
moine franciscain italien Fra Luca PACIOLI di Borgo San Sépolcro, professeur de théologie et de
mathématiques. De 1450 a 1500 il enseigne dans les plus grandes universités italiennes, et aussi a
la cour de Milan, ou il rencontre Léonard de VINCI.

Apres avoir écrit une oeuvre capitale de compilation sur tout ce qui était connu en mathématiques
a I'époque, "Summa de Arithmetica Geometria proportione et proportionalita" et pour la premiére
fois apparait la notion de "Divine proportion" dans un ouvrage intitulé "De Divina Proportione”
illustré par Léonard de VINCI, achevé en 1498, dont le titre complet est :

"Oeuvre nécessaire a tous les esprits perspicaces et curieux, ou chacun de ceux qui aiment d
étudier la philosophie, la perspective, la peinture, la sculpture, I'architecture, la musique et les
autres disciplines mathématiques, trouvera une trés délicate, subtile et admirable doctrine et se
délectera de diverses questions touchant une trés secrétre science”.

Sa parfaite connaissance dEUCLIDE, lui permet de montrer la totalité du réle joué par la division
en moyenne et extréme raison seul partage qui rend possible l'inscription du pentagone dans un
cercle, faisant de cette figure le symbole de la perfection.

En effet, cette proportion tisse le pentagone d'une trame rigoureuse dont le caractére exceptionnel
est d'étre tout entier composé€ en extréme et moyenne raison. Ce qui d'ailleurs la rendit magique
aux yeux des anciens.

Cet ouvrage est complété de deux appendices,

L'un destiné aux architectes et aux sculpteurs, qui traite des mesures et des proportions du corps
humain (Le corps humain s'inscrit dans un cercle dont le centre coincide avec l'ombilic),des
colonnes, des chapiteaux et ornements de colonnes dioriques). En particulier il recommande aux
sculpteurs de suivre PHIDIAS qui "décora les bases et les chapiteaux avec des corps
mathématiques qui donneront a réfléchir aux doctes et aux savants, pour la raison que toujours
ils seront faits avec cette science de la divine proportion comportant un moyen et deux extrémes".




Le deuxiéme appendice propose la solution a cent trente neuf problémes de géométrie plane ou
dans l'espace, inscrits les uns dans les autres et dans la sphére, prolongeant ainsi les travaux
d'EUCLIDE.

Mais PACIOLI n'oublie pas qu'il est franciscain et professeur de théologie. Dés lors il ne peut
s'empécher de célébrer cette proportion en lui accordant des attributs liés a sa foi.

"Nous pouvons la comparer a notre Sauveur lequel vint sur la Terre, non pour détruire la Lo,
mais pour l'accomplir et apporter sa parole aux hommes, tout en restant soumis et obéissant a
Marie et a Joseph. Ainsi notre divine proportion envoyée du ciel s'accorde avec les autres en
définition et conditions et ne les diminue en rien, mais au contraire les magnifie davantage.

Comme Dieu, elle est unique.

Comme la Sainte Trinité comprend 3 personnes, elle comprend 3 termes.

Comme Dieu, ne peut se définir en paroles, elle ne peut s'exprimer en ,nombre rationnel.
Comme Dieu, elle est toujours semblable a elle-méme.

Comme elle est la seule a permettre la construction des cing corps réguliers, elle est divine.”

A n'en pas douter ,Léonard de VINCI, Piero Della FRANCESCA, VASARI contemporains de
PACIOLI ont été largement influencés par cette divine proportion dans la réalisation de leurs
oeuvres.

Mais c'est en Allemagne, terre privilégiée de la spéculation philosophique que se produit le
développement de l'esthétique comme science distincte et indépendante, notamment avec les
physiciens et mathématiciens GAUSS et OHM et le philosophe ZEISING qui reprend lidée du
partage en extréme et moyenne raison et y ajoute une connotation esthétique. Pour sa part
FECHNER procéde a des mesures sur des centaines de toiles, et il sattache plut6t a une
esthétique expérimentale .

Il reste que I'Allemagne a constitué, au cours de la seconde moitié du 19éme siécle, un tremplin
pour la recherche des fondements de la beauté, et les allemands ont été les premiers a apporter des
solutions géométriques pour expliquer la perfection des monuments antiques.

2 - La Section d'or.

Ces travaux sont repris- en France par Théodule RIBOT, qui formule pour la premiére fois, en
1880, la notion de "Section dOr", dans la "Revue Philosophique de la France et de 'Etranger”. et,
a la méme époque, par Charles HENRY qui est le premier a proposer cette proportion dorée
dotée d'une double référence mathématique et esthétique.

Sa formule qui traite simultanément des lignes, des directions, des angles et des couleurs influence
trés fortement I'école néo-impressionniste (SEURAT, SIGNAC, PISSARRO, MONET, DEGAS,
MANET, POUSSIN, RENOIR, CEZANNE) Tous aspirent & une science qui serait I'alliée de l'art,
tous croient au progres et a un universalisme.

Tous ces peintres pratiquent, chacun & sa maniére, des divisions élémentaires pour organiser leur

surface picturale.

"Le Déjeuner des canotiers" de RENOIR constitue un modeéle du genre. Les supports du store qui
protége la terrasse sont situés avec une extréme précision, l'un au quart, l'autre sur la médiane.



Un autre exemple caractéristique "Les Bergers d'Arcadie" de Nicolas POUSSIN est entiérement
construit selon le principe de la section dorée.

Un autre exemple caractéristique "Les Bergers d'Arcadie" de Nicolas POUSSIN est entiérement
construit selon le principe de la section dorée.

On va plus loin encore, "La Section d'Or" est le titre d'un salon qui se tient a la Galerie La Boétie en
1912, au sujet duquel Guillaume Appolinaire écrit "On est a la Section d'Or, ce nouveau Salon qui a
pris son nom a l'ancienne Mesure de beauté”.

3 - Le nombre d'or.

Mais c'est Matila Costiescu Prince GHYKA qui invente véritablement le nombre d'or, nombre sans
égal, auquel il attribue une signification tout a fait nouvelle.

GHYKA est né en Roumanie en 1881 dans un milieu trés aisé. En 1891 sa famille s'installe a Paris. 1l
sera diplémé de L'Ecole Navale et de L'Ecole Supérieure d'Electricité de Paris, puis Docteur en
Droit. Diplomate roumain il sera en poste dans la plupart des capitales européennes et mourra en
1965.

Dans deux ouvrages, considérés comme la Bible du nombre d'or, 'un intitulé "Le Nombre d'Or : rites
et rythmes pythagoriciens dans le développement de la civilisation occidentale” et l'autre " Esthétique
des proportions dans la nature et dans les arts",' GHYKA met longuement en lumiere ce nombre qui
le fascine et qui est pour lui un fragment d'une mathématique sacrée participant & I'harmonie des
sphéres et au secret d'un beau idéal.

Tout son raisonnement s'articule sur PYTHAGORE et PLATON qui dit-il "regurent le dogme du
Nombre des prétres d'Héliopolis". La chaine dorée trouve donc son origine en Egypte, et il s'appuie
sur les proportions des dimensions de la pyramide de Chéops qui apporteraient la preuve que les
égyptiens avaient découvert le nombre d'or avant les grecs.

Il note qu'aprés Alexandrie, le pythagoricisme est quelque peu en sommeil, sauf au Moyen age avec
les guildes magonniques anglaises, les compagnons frangais qui se transmettent les secrets dans l'art
de construire et les monastéres bénédictins ce qu'il appelle le platonisme romantique; puis a la
Renaissance avec les travaux de PACIOLIL

La loi du nombre triomphe enfin avec les travaux d'Albert EINSTEIN, de Max PLANK, de Louis de
BROGLIE et de Werner HEISENBERG.

1 soutient donc qu'il a eu transmission ininterrompue, quoique par un trés petit nombre d'initiés de
I'ésotérisme platonicien et néo-platonicien, en particulier des tracés basés sur le pentagramme et la
section dorée.

L'objectif de GHYKA est d'associer & & l'esthétique. Pour y parvenir, il se référe a PYTHAGORE,
Leonard de VINCI et Luca PACIOLI. A partir d'exemples pris dans l'architecture antique et
gothique, les oeuvres de peintre il démontre le caractére universel de & dans le domaine de
I'esthétique, et a contrario ne s'interroge pas sur la possibilité d'une beauté sans & et qu'a défaut de le
reconnaitre sous sa forme la plus simple, on le trouvera sous une forme dérivée 1 , v'¢— , ou @2

Mais GHYKA va beaucoup plus loin. Son admiration pour PYTHAGORE et la Gréce ancienne le
conduit & penser que la géométrie a été & l'origine du développement mental de toute la civilisation
occidentale.



Le nombre d'or est encore d'actualité avec le Docteur Lucien ISRAEL qui affirme dans son livre
"Cerveau droit, cerveau gauche" qui fait largement référence a Luca PACIOLI, que nous sommes
mystérieusement accordés a ce nombre qui agit sur nos sens, et par eux, sur notre cortex cérébral.

Que nous dit le Larousse au sujet de ce nombre d'or ?

"Le Nombre d'Or, ou proportion dorée, est une proportion qui correspond au partage le plus
harmonieux d'une gandeur en deux parties égales, tel que le rapport entre la grandeur initiale (a + b)
et la plus grande des parties obtenue par segementation (a), soit égal au rapport entre cette plus
grande partie (a) et la plus petite (b).

A a M b B

La formule algébrique qui résulte de cette définition s'écrit :

La valeur numérique se calcule aisément a partir de cette égalité, et on obtient 2 valeurs :

1++5 1-45
D'= 2 =1,618 etd"= 2 =0,618

& estle nombre d'or, sa valeur numérique est 1,618.

Pour élever & au carré, on lui ajoute 1.

@2 =(1,618)2=2,618 Soit T2= + 1.

Propriété remarquable, des lors que le calcul des puissances successives se raméne indéfiniment & un
bindme du ler degré.

D3 =02, F=(F+1).=C2+T=C+1+B=20+1

Pour inverser 0, on lui retranche 1.

1 - _1_ —0,618 o

%) 1,618

Comme précédemment, les puissances successives de l'inverse de & se raménent 4 un bindme du ler
degré.



4 - Nos fossiles dans tout cela ?

D'abord, la suite de FIBONACCL

FIBONACCI, dit Léonard de Pise (1175 -1240), riche commergant a consacré une partie de son
temps a l'étude des mathématiques. Dans un des ses ouvrages, il signale la série récurrente qui porte
son nom , qui répondait au casse-téte suivant :

"Combien de paires de lapins peuvent étre engendrées par une paire unique en un an, si chaque mois,
chaque paire produit une autre paire qui devient productive a son tour a partir du 2éme mois ?"

FIBONACCI obtient une suite récurrente, dans laquelle chaque terme est €gal a la somme des deux
termes qui précédent.

1.1.2.3.5.8.13.21.34.55.89.144.233...

Si on calcule le rapport entre deux termes successifs, on obtient :

3 =15 5§ = 1L666..... 233 — 0,61805555

1
1 2 3 144

=1, 22,
1

Un calcul & 4 000 décimales effectué par ordinateur a donné comme résultat 1,618, et par inversion

de la fraction 0,6138. "

Ce qui veut dire que plus le rang est élevé, chaque terme de cette série est le produit du précédent par

. On en conclut que la série de FIBONACCI tend vers la progression d'or.

La spirale logarithmique.

La spirale logarithmique qui est une des plus belles courbes mathématiques se construit a partir du
principe de carrés additifs.

Soit a la longueur du coté du ler carré,

a, est la longueur du coté du 2éme carré,
2a, celle du 3éme,

3a, " 4éme,
S5a, " Séme

o | > 2
8a, " 6éme,

On retrouve (2, 3, 5, 8 ) la suite de FIBONACCI, et plus on continue l'opération, plus le rapport
entre la longueur et la largeur du dernier rectangle se rapproche de 1,618.




Il apparait sur la figure que les centres des carrés successifs se trouvent sur une spirale, appelée
spirale logarithmique.

DESCARTES l'appela spirale équiangle, car 'angle avec lequel le rayon vecteur coupe la courbe en
quelque point que ce soit est constant.

Comme son rayon augmente en progression géométrique quand son angle polaire augmente en
progression arithmétique, on I'a nommeée spirale géométrique

HALLEY, qui a découvert que les longueurs des segments coupés sur un rayon fixe par les courbes
successives de la spirale étaient en proportion continue, l'a appelée spirale proportionnelle.

Nous arrivons a nos fossiles. La propriété mathématique fondamentale de la spirale équiangle (ou
logarithmique) correspond précisément au principe biologique qui gouverne la croissance de la
coquille du mollusque.

C'est un principe extrémement simple : la taille augmente mais la forme demeure la méme. La coquille
grandit en longueur et en largeur pour s'adapter a la croissance de l'animal, mais reste toujours
homothétique. Elle s'accroit d'un coté seulement, chaque poussée en longeur étant compensée par
une augmentation proportionnelle du rayon pour que la forme demeure inchangée. La coquille
grandit par accumulation de matériau. Pour étre exact elle cumule plus qu'elle ne grandit.

D'ARCY THOMPSON écrit "Dans la croissance d'une coquille, nous ne pouvons concevoir de loi
plus simple que celle qui dit que la coquille doit grandir en longueur et en largeur dans les mémes
proportions invariables : cette loi simple est celle que la nature a tendance a suivre. La coquille,
comme l'animal qui I'habite en taille sans changer de forme".

La seule courbe mathématique qui suive ce schéma de croissance est la spirale logarithmique.

Il reste que d'autres formes mathématiques (rectangles, cones, parallélogrammes) peuvent treés bien
grandir en gardant leur forme. Les grecs au Veme siecle avant JC et les égyptiens mille ans plus t6t
s'y sont vivement intéressés a travers le concept tres ancien de "Gnomon" (portion de figure ajoutée a
une autre figure de maniére que l'ensemble ait la méme forme que la figure initiale)

Il convient de noter que, si la structure du nautile et celle de I'ammonite sont gouvernées par le
nombre d'or, quantité de formes animales et végétales sont elles aussi sous-tendues par ce rapport
harmonieux. ~

En conclusion, on peut dire que beauté naturelle et beauté mathématique sont parfois tres proches, a

cete différence prés : la beauté de la nature est éphémeére mais la beauté mathématique est éternelle, a
moins que les mécanismes de la fossilisation pérennisent la premiére.
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